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RESUMO

Uma grande parte dos programas de computador voltados a area de
Engenharia Civil apresenta apenas o resultado final ou, quando detalham o
processo de resolucédo, é mostrada somente uma parte dos calculos. Devido a
isso, elaborou-se um maédulo incorporado a um programa de computador ja
existente e disponivel online, com entrada grafica de desenho, para a realizacao
da analise estrutural de vigas por meio da Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli.

O resultado apresentado dispde de graficos da analise estrutural além de
um relatério em PDF detalhando a teoria envolvida no processo de resolugao
bem como os célculos realizados para a obtencdo dos resultados. Esse é o
diferencial desse programa, pois, além da visualizacdo final dos resultados, o

usuario tem acesso ao método de resolucéo passo a passo.

APRESENTACAO (INTRODUGAO, JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS)

Introducéao:

No mundo hodierno, o avanco tecnoldgico, aléem de nitido, tornou-se
imprescindivel para a sociedade, haja vista que o0 seu alcance abrange desde
atividades simples - como caminhar (h&4 muitos ténis que sao desenvolvidos a

fim de melhorar o desempenho dos praticantes dessa atividade fisica) - até as



muito complexas - como cirurgias de alta periculosidade (j& existem robds
capazes de percorrer e desentupir artérias e veias do corpo humano, inclusive
do cérebro). Posto isso, € evidente que os setores da construcéo civil também
estdo inclusos nesse desenvolvimento, por exemplo, com 0 uso de programas
computacionais para a realizagéo dos projetos.

Muitos softwares, a exemplo do FTOOL (2017) - programa de analise
estrutural - e 0 TQS (2017) - programa de dimensionamento de concreto armado
- sdo amplamente utilizados tanto por profissionais deste ramo quanto por
professores, no setor académico. Entretanto, apesar de sua ampla utilizacao,
eles apresentam, em sua maioria, apenas os resultados finais daquilo que foram
solicitados, ou, quando mostram o método de resolucéo, ndo esclarecem todas
as partes do processo.

Por causa disso, o Nucleo de Engenharia Virtual e Experimental (NEV -
2015), grupo de pesquisa cadastrado no CNPqg, tem se empenhado em
desenvolver paginas na internet a fim de realizar calculos desse ambito
profissional, mas com um diferencial singular - apresentar todo o
desenvolvimento desses célculos e gerar um arquivo em PDF em que todo o
passo a passo € explicitado; ademais, também sdo apresentados a teoria
tomada por base para sua efetuacdo bem como os algoritmos utilizados.

Neste relatorio final, € exposto o desenvolvimento de um modulo de um
software ja existente que trata da andlise de estruturas lineares planas. Tal
modulo visa a andlise estrutural de vigas horizontais (isostaticas ou
hiperestéticas), valendo-se, para tanto, da teoria de vigas de Euler-Bernoulli
(comumente conhecida como Teoria de Vigas Classica), descrita ha sequéncia,
resumida em relacdo ao relatério parcial, devido a limitacao de 25 paginas deste
relatoério.

Conforme Proenca (2003), a teoria de vigas de Euler-Bernoulli
(comumente conhecida como Teoria de Vigas Classica), desenvolve a analise
estrutural deste tipo de estrutura. Por desprezar o cisalhamento da secéo
transversal, considerando apenas o efeito da flexdo, essa teoria é também
chamada de teoria de flexdo pura. Em vigas longas, os resultados fornecidos
para a deformacéo séo satisfatorios. No entanto, 0 mesmo ndo ocorre para vigas

curtas. Para melhor compreenséo, segundo Beer (2011), na pratica, admite-se



por curta a viga cuja relacdo altura (h) por comprimento (L) € maior que 0,1
(h/L>0,1).

Proenga (2003) cita que, na teoria de vigas de Euler-Bernoulli, 0 modelo
proposto supde que o movimento de deformagdo que ocorre em uma viga
submetida a flexdo ndo altera a geometria das secdes, que sdo planas
originalmente (secdo que passa por M e P na figura 1); ou seja, essas secoes
continuardo a ser planas e ortogonais ao eixo da viga mesmo apds estarem
deformadas (secdo que passa por M’ e P’ da figura 1), ndo importando a

distancia longitudinal da extremidade.

Figura 1 - Deformacao de viga no modelo de Euler-Bernoulli.

‘ T—— Fonte:
Adaptado de Proenca (2003, p. 98)

A partir das hipoteses citadas, Proenca (2003) desenvolve as equactes
(mostradas por completo no relatério parcial e no relatério e pdf do programa

desenvolvido, mostrado na figura 9) e chega ao seguinte:

INTEGRAL >
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dx dx dx dx
p (acdo distribuida) Q (cortante) M (momento fletor) @ (giro) v (deslocamento)
- DERIVADA

Quando houver alteragdbes ou descontinuidade das fungbes
p(x), M (x), Q(x), v(x),0u 6(x), a viga devera ser dividida em trechos. Posto
ISS0, 0S casos mais comuns decorrentes sao:

- Apoios intermediarios;



- Acao (forgca ou momento) concentrada fora dos nos (extremidades);

- Variacdo da inércia (E*1).

Neste caso de varios trechos, a viga tera um sistema linear de equacdes
a resolver, de ordem igual ao niamero de trechos vezes quatro (referente as
quatro constantes de integracéo que aparecem de acordo com o resumo acima).
Bittencourt (2003) apresenta o0 um exemplo numérico, que foi reproduzido
no relatério parcial e aqui ndo foi colocado por conta da limitagdo do numero de

paginas.

Justificativa:

Alunos, professores e demais interessados na area de Engenharia Civil
necessitam ter uma compreensdo ampla de seus objetos de estudo, sejam eles
profissionais, académicos ou pessoais. Posto isso, surge a necessidade de que
os métodos de calculo das estruturas sejam conhecidos para que possam ser
analisados.

Objetivo:

Este projeto teve por finalidade desenvolver um modulo de programa que
realiza a analise de vigas (isostaticas ou hiperestaticas) por meio da teoria de
vigas de Euler-Bernoulli. Além disso, fazendo jus ao sui generis do Nucleo de
Engenharia Virtual e Experimental (NEV), apresenta-se em PDF o detalhamento
de todo o processo de calculos a fim de que, dessa maneira, alunos, professores
e profissionais possam utiliza-lo conforme sua necessidade.

As etapas desse desenvolvimento foram divididas em duas: a primeira
consistindo em um estudo abrangente dos conceitos tedricos supracitados e a
segunda consistindo na implementacéo de rotinas computacionais permitindo,

assim, a aplicacédo dessas teorias.

DESENVOLVIMENTO (METODOLOGIA E ANALISE)

Conforme a teoria mostrada na Introducéo, a seguir sdo apresentadas as

funcdes que poderdo ser aplicadas para qualquer barra (posteriormente as



condicdes de contorno serdo utilizadas para obter os valores das constantes de

integracao).
Cortante: Q(X)=-p*x + C, (33)
p*x’

Momento Fletor: M(x):—[ - j+c1*x+c2 (34)

- p*x3 C,*x*

Giro: E*1*0(x)=— 5 + 5 +C,*x+C, (35)
* 4 * v3 * 2

Deslocamento: E* | *v(x) = — X 1, G X + C, X +C,*x+C (36)
24 6 2 : )

O algoritmo do modulo de programa referente a esta iniciacdo cientifica
foi montado conforme a seguinte logica (baseada na fundamentacdo teorica

apresentada no item Introducéo):

1) Desenhada a estrutura no IFESTRUT pelo usuario, conforme exemplo mais
adiante, os nés sdo renumerados da esquerda para a direita.

Isso se fez necessério devido ao fato de que o usuario pode desenhar a
estrutura conforme quiser, ndo o fazendo necessariamente da esquerda para a
direita. Portanto foi usada a funcéo gerarenumvcont(); que renumera 0s noés de

acordo com as coordenadas.

2) Criar um vetor de constantes.

Para que houvesse relacdo entre as constantes das funcdes e a posicao
delas na matriz final de resolucéo, criou-se um vetor de constantes c[nc,ba] em
que nc é o numero da constante (que pode variar de 1 a 4, conforme explicado
no inicio deste item) e ba é o nimero da barra (ou trecho), da esquerda para a
direita.

3) Criar a e b do sistema global.

Em seguida foram criados, zerados, os vetores a[i, j] € b[i] para que,
posteriormente, tivessem seus valores atribuidos as condi¢cdes de contorno da
estrutura desenhada. O sistema global atende a expressdo ax=Db cuja ordem,

n, € 4*nb, em que nb € o numero de barras da estrutura desenhada.



A imagem a seguir exemplifica a correlagdo entre os valores das

constantes C e suas posi¢oes ai, j] na matriz do sistema global.

Figura 6 — Correlacdo entre as constantes C e a posi¢cao all, J1 no sistema
global.
barral barra 2 barran

c1, 1 e2,1231c4,1¢1.2 ¢2.2¢3,2¢4.2

condigio de contorno 1 |21

condigdo de contorno 2

condi¢do de contorno n

Fonte: O préprio autor (2020).

4) Criar o sistema global com as equacdes padrdo para cada condicdo de

contorno.

Para todas as condi¢cdes de contorno apresentadas a seguir, vale

ressaltar que:

- O “X” local de cada barra desenhada tera seu valor computado da
esquerda para a direita;

- “e” € o numero da equacéao derivada da condigao de contorno, contando
da esquerda para a direita;

- “ba” € o numero da barra (ou trecho) analisada;

- "v" € o valor numérico que multiplica c[nc,ba], ou seja, € o valor de ali,j];

- A carga distribuida p[ba] € representada no algoritmo pelo vetor

salvcargay [ ].



Posto isso, seguem as possiveis condicfes de contorno de cada barra:

A) Q[x]=-P em um dos nds da barra “ba”.

Equacao do esforco cortante: Q(x)=—p*x + C,

Condigao de contorno numero “e” (comega do 1):

Q[X]=-P — —p[ba]*x+c[l,ba] =—P — c[1, ba] =—P + p[ba]*x

Quando nado houver carga concentrada no né analisado, adota-se P=0.
Sendo assim:

Q[x] =0 — —p[ba]*x+c[1, ba] =0 — c[1,ba] = p[ba]*x

Conforme informado anteriormente, para a montagem do sistema global
foi necessario fazer uma correspondéncia entre as constantes “C” e a sua
posicdo no sistema global final. Feito isso, verificou-se que a correspondéncia
de "C1" com sua posicéo "a" é4*ba—3. Seguem exemplos:

Correspondéncia do "C1" da barra 1 com a posi¢ao "a":
Barra 1l (ba =1) - v*c[L1] — a[e,1] =V
4*pa—-3=1
Correspondéncia do "C1" da barra 3 com a posi¢cao "a":
Barra 3 (ba =3) — v*c[1,3] > a[e,9] =V
4*pa—-3=9
. Para uma barra "ba" qualquer —v*c[1,ba]—a[e,4*ba—3]=v
Logo:
c[lba]= p[ba]*x —a[e,4*ba-3]=1

ble] = —P + p[ba]* x

Segue um exemplo da montagem do algoritmo conforme exposto acima:

function cortanteP[e,ba,x,P,p] {

ae,4*ba—-3]=1



b[e]= p[ba]*x—-P
}

B) M[x]=-M em um dos nos da barra “ba”

* w2
Equacgéo do momento fletor: M (x) = —( P 2X JJrCl*ijC2
Condi¢&o de contorno numero “e” (comecga do 1):

M(x) =-M »—[@}Lcn ba]*x+C[2,ba]=-M —

C[L ba]*x+C[2,ba] = M +(%]*ij

Quando ndo houver momento concentrado no né analisado, adota-se
M=0. Sendo assim:

M(x) =0~ —(%]*XZ}C[L ba]*x+C[2, ba] =0 — C[L, ba]*x+C[2, ba] = [%]*ij

A correspondéncia de "Cz2" com 0 "a" € 4*ba—2:

Correspondéncia do "C2" da barra 1 com a posigéo "a":
Barra 1 (ba = 1) »v*c[21]—>ale 2]=v

dba—-2=2
Correspondéncia do "C2" da barra 3 com a posigéo "a":
Barra 3 (ba = 3) »v*c[2,3]>ale10]=v

4ba—-2=10

. Para uma barra "ba" qualquer —Vv*c[2,ba]— afe,4*ba—2]=v

Logo:

CIL, ba]*x+0[2,ba]=(%wj
ale,4*ba—3]=x

ale,4*ba—-2]=1

. p[ba]* x*
ble] = M+(—2 j



Algoritmo:

function momentoM[e,ba,x,M,p] {
ale,4*ba—-3]=x

ale,4*ba-2]=1

b[elz(%]*xzj—m }

C) 9[x] =0 em um dos nos da barra “ba”

* v3 * 2
Equacéo do giro: E*I*@(x):—[p(sx }F(QZX ]Jrcz*ijC3

[{Pgl)

Condig¢ao de contorno numero “e” (comega do 1):

9Up4y»_(pm?*ﬁj+(cﬂb?*ﬁJ+cpmﬂ*x+cpmﬂ=o—>

(EE£§15}+cpbﬂ*X+CBﬁﬂ:(BE%:EJ

A correspondéncia do "Csz" com 0 "a" é 4*ba—1:

Correspondéncia do "Cs" da barra 1 com a posigéo "a":
Barra 1 (ba = 1) > Vv*c[3,1]—>a[e3]=v

4*ba—1=3
Correspondéncia do "Cs" da barra 3 com a posigéo "a":
Barra 3 (ba = 3) »>Vv*c[3,3]>a[e,1l]=v

4*pa-1=11

Para uma barra "ba" qualquer —Vv*c[3,ba]—>a[e,4*ba-1]|=v

Logo:

X2

ale,4*ba-3]=—
[ ] >

ale,4*ba—2]=x
ale,4*ba—-1]=1

_( p[ba]*x®
o (2



Algoritmo:

function girozero[e,ba,x,p] {

X2

2*El

ale,4*ba-3]=

X
ale,4*ba—-2]=—
[ 1 o

*ha 17— 1
ale,4*ba 1]_—EI

[ p[ba]*x®
b[e]_[ 6*El j}

D) v[x] =0 em um dos nds da barra “ba”

Equacéao do deslocamento:
* w4 * v3 * v2
E*I*v(x)=— P~X 1\, G X + C, "X +C,*x+C,
24 6 2

Condig¢ao de contorno numero “e” (comega do 1):

V[x]=0— —( p[b‘;‘r X4j+(c[l’ bg]*xsj+ Cl2, b;]*xz +C[3,ba]*x+ C[4,ba] = 0 —

C[L ba]*x® . C[2,ba]*x* +C[3,ba]*x+ C[4, ba] = p[ba]*x*
6 2 ’ ’ 24

A correspondéncia do "C4" com 0 "a" é 4ba:

Correspondéncia do "C4" da barra 1 com a posigéo "a":
Barra 1 (ba = 1) > Vv*c[4,1]>a[e,4]=v

4*ba=4
Correspondéncia do "Cs" da barra 3 com a posigéo "a":
Barra 3 (ba = 3) —>Vv*c[4,3]>a[e,12]=v

4*pa=12

. Para uma barra "ba" qualquer —>Vv*c[4,ba]—a[e,4*ba]=v



Logo:
X3
ale,4*ba-3]= 5

X2
ale,4*ba-2]=—

2
ale,4*ba—1] = x
ale,4*bal=1

[ p[bal*x*
b[e]_( 24 J

Algoritmo:

function deslzero[e,ba,x,p] {

3

ale,4*bha-3]= X
6*El
XZ
ale,4*ba-2]=
2*El

a[e,4*ba—1]:l
El

* 1
ale, 4 ba]_—EI

[ p[ba]*x*
b[e]_[ 24*E| j}

Agora, seguindo o mesmo raciocinio, serdo apresentadas as possiveis
condicdes de contorno de compatibilizacdo nos nos intermediarios das barras.
Para essa nova andlise, acresce-se que:

- “xe” é o comprimento da barra (ou trecho) a esquerda do né analisado;

- “xd” € o comprimento a direita do né analisado (como se analisa sempre
da esquerda para a direita, o valor de “xd” sera 0);

- p[bae] é a carga distribuida localizada na barra a esquerda do no
analisado;

- p[bad] é a carga distribuida localizada na barra a direita do n6 analisado;



E) Compatibilidade de cortantes (Qe[xe]—Qd[xd]=P) em um dos nds da

barra “ba”

Condicao de contorno numero “e” (comega do 1):

p[bae]*xe+c[1,bae]+ p[bad]*xd —c[1,bad | = P

—c[1,bae]-c[1 bad =P+ p[bae]*xe— p[bad |*xd

Algoritmo:

function cortanteigual[e,bae,xe,bad,xd,P,p(bae),p(bad)] {
ale,4*bae—-3]=1

ale,4*bad —3]=-1

b[e] = P + p[bae]* xe — p[bad]*xd }

F) Compatibilidade de momentos (Me[xe]-Md[xd]=M) em um dos nés
da barra “ba”

Condicéo de contorno numero “e” (comega do 1):

c[1,bae]*xe+c[2,bae]-c[1 bad |*xd +c[2,bad | =

M _( p[bad]*xdz}r ( p[bae]*xez]
2 2

Algoritmo:

function momentoigualle,bae,xe,bad,xd,M,p(bae),p(bad)] {
ale,4*bae—3] = xe

ale,4*bae—2]=1
ale,4*bad —3]=—xd
ale,4*bad —2]=-1

ble] = M +[ p[bae]*xezj_( p[bad]*xdzj}

2 2



uba”

G) Giros compativeis (de[xe]=60d[xd]) em um dos nds da barra “ba”

Condigao de contorno numero “e” (comega do 1):

(Oe[xe] = 0d[xd]) — —( p[ba?*xe3j+ (C[l' baze]*xez j+ C[2, bae]* xe + C[3, bae]

_ _[ p[bad]*"dgj{c[l’ bag]*"dz J+C[2,bad]*xd +C[3,bad] %(—C[l’ bae]* xe*

6 2

C[1 bad]* xd?

C[2,bae]* xe + C[3, bae]—( >

j—C[Z,bad]*xd —C[3,bad] =

p[bae]*xe’ | ( p[bad]*xd®
6 6

Algoritmo:

function giroigual[e,bae,xe,bad,xd,p(bae),p(bad)] {

2

ale,4*bae—3] = )ie

2*El

ale,4*bae—2] = xe
El

ale,4*bae —1] :i
El

2
afe, 4*bad —3] = -
2*El
*pad — 27— X4
ale,4*bad —2] = =
1

ale,4*bad _1]:_E

ble] :( p[bae]*xej_( p[bad]*xdsj}
6*El 6*El

H) Deslocamentos compativeis (ve[xe] =vd[xd]) em um dos nos da barra

"

Condig¢ao de contorno numero “e” (comega do 1):

Js



ve[xe] = vd[xd] — —( plbae] * xe’ ] N ( CI[L bae]* xe” J , Cl2,bae]*xe?
24 6 >

* 4 * 3 - 2
C[4,bae]:—( p[bagi xd ]{C[l,bag] xd j+C[2,ba;I] xd

C[4,bad] —

* yad * xe?
(C[l,bag] xe ]+C[2,baze] X2+ C[3,bae]* xe + C[4,bae] -

* v 3 * xd?
(C[l,bad] xd J_C[Zlbad] xd —C[3,bad]*xd —C[4,bad] =

6 2

p[bae]*xe® | ( p[bad]*xd*
24 24

Algoritmo:

function deslocamentoigual[e,bae,xe,bad,xd,p(bae),p(bad)] {

3

ale,4*bae-3] = )ie

6*El

xe>

2*El

ale,4*bae-2] =
*pae 1] = 28
ale,4*bae —1] =

1
ale,4*bae] = —
[ 1 o

3

afe, 4*bad — 3] = —
6*El
2

afe, 4*bad — 2] = -
2*El

ale,4*bad —1]:—)|;—CII

a[e,4*bad]:—%

o[e] = p[bae]*xe* | ( p[bad]*xd* }
| 24*EI 24*E]|

Terminada essa biblioteca de condi¢cdes de contorno, o algoritmo verifica

cada né para aplicad-las conforme os apoios desenhados na estrutura pelo

+C[3,bae]™* xe +

+C[3,bad]*xd +



usuario, pois para cada apoio ha um conjunto de condi¢Bes a ser analisado. Dito
isso, sdo apresentadas a seguir as relacdes entre os apoios e as condicdes

necessarias para a montagem do sistema global.

No primeiro n6 a esquerda tem-se gue:

Para apoio fixo ou moével, com ou sem P (carga concentrada), com ou sem
M (momento concentrado), as fungdes solicitadas séo:
momentoM[e,ba,x,M,p]

deslzero[e,ba,x,p]

Para engaste:
deslzero[e,ba,x,p]

girozero[e,ba,x,p]

Para apoio livre, com ou sem P e M:

cortanteP[e,ba,x,P,p]

momentoM[e,ba,x,M,p]

Obs.: os valores de P e M serdo 0 caso ndo haja forca concentrada nem

momento concentrado.

No ultimo n6 a direita tem-se:

Para apoio fixo ou mével, com ou sem P, com ou sem M:
momentoM[e,ba,x,M,p]

deslzero[e,ba,x,p]

Para engaste:
deslzero[e,ba,x,p]

girozero[e,ba,x,p]

Para apoio livre, com ou sem P e M:
cortanteP[e,ba,x,P,p]

momentoM[e,ba,x,M,p]



Obs.: os valores de P e M serédo 0 caso nao haja forga concentrada nem
momento concentrado.

Para os demais noés (internos):

Para no interno livre, com ou sem P e M:
deslocamentoigual [e,bae,xe,bad,xd,p(bae),p(bad)]
giroigual [e,bae,xe,bad,xd,p(bae),p(bad)]
cortanteigual [e,bae,xe,bad,xd,P,p(bae),p(bad)]
momentoigual [e,bae,xe,bad,xd,M,p(bae),p(bad)]

Para apoio fixo ou mével, com ou sem P e M:
deslezero[e,bae,xe,p(bae)]
desldzero[e,bad,xd,p(bad)]
deslocamentoigual [e,bae,xe,bad,xd]
giroigual [e,bae,xe,bad,xd]

momentoigual [e,bae,xe,bad,xd,M,p(bae),p(bad)]

Para rotulas, com ou sem P:

cortanteigual [e,bae,xe,bad,xd,P,p(bae),p(bad)];
momentoMezero[e,bae,xe,M,qbe];
momentoMdzero[e,bad,xd,M,qbd];

deslocamentoigual [e,bae,xe,bad,xd,p(bae),p(bad)];

Para engaste:

deslezero[e,bae,xe,p(bae)];
desldzero[e,bad,xd,p(bad)];
giroezero[e,bae,xe,p(bae)];

girodzero[e,bad,xd,p(bad)];

5) Feito isso, o algoritmo resolvera o sistema linear a*x=b pelo método de

Gauss usando o algoritmo citado por Parra (2015).

6) Com o sistema linear a*x=b resolvido, é realizada a correspondéncia de Xx]i]

(respostas do sistema matricial) com c[nc,ba] (constantes das funcdes de cada



barra) por meio de uma fung&o no algoritmo do moédulo de programa referente a
esta iniciacdo cientifica que associa cada X[i] a constante das funcfes de cada

barra da estrutura desenhada pelo usuéario.
7) Apés a correspondéncia, ha a montagem das equacdes de cada barra.
8) E, por fim, ha a montagem dos graficos, considerando cada barra desenhada.

O algoritmo da analise estrutural de vigas por Euler-Bernoulli foi
implementado como um modulo do programa IFESTRUT (ver figura 1), ja
existente, criado por Santos Junior, Lopes e Nirschl (2017). Esse programa
permite que sejam desenhadas estruturas lineares planas contendo varios tipos
de apoio e acdes. Apds isso, as informacdes da estrutura se tornam disponiveis

internamente para serem utilizadas no desenvolvimento de médulos adicionais.

Figura 7 - Interface do IFESTRUT.
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Para a préxima barra:
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Fonte: Nucleo de Engenharia Virtual e Experimental ([2016]).

A figura 7 exemplifica uma estrutura criada cuja andlise estrutural pode
ser realizada pelo médulo do programa apresentado neste relatério. A figura 8
mostra o resultado apresentado por esse modulo. O grafico apresentado
inicialmente € o Momento Fletor resultante da combinacdo de apoios e agcdes

escolhidas pelo usuério na figura 7.



Figura 8 - Aparéncia do primeiro resultado calculado pelo médulo desenvolvido.

FUNCOES ~
espacamento dos pontos nos diagramas (m): 0,1 |
MOMENTO ( kN"m ) @ OPCOES-  POS TEXTOS-
63.000 = .
\ Deslocamenta: y (mm
3.000
<
23625

Cortante: Q (kN)

Momento: M (kN"m)

GERAR RELATORIO

Utilize os botdes GPCOES e POS. TEXTOS para ajustar os textos
Cligue em um pento da barra para ver o valor (o espacamento dos pontos no diagrama interfere)

Fonte: O préprio autor utilizando o programa desenvolvido.

Do lado direito, na Figura 8, estdo botdes com as opc¢des disponiveis para
gue o usuario tenha acesso aos graficos dos esforcos que estdo atuando na
estrutura criada. Sao eles: Deslocamento: y (mm), Giro: teta (rad), Momento: M
(kN*m) e Cortante: Q (kN). Ao clicar no botéo relatério, abre-se uma nova guia
com o relatério PDF, disponivel inclusive para download, conforme exemplo da

figura a seguir, referente a situacao que vem sendo exemplificada.

Figura 9 — Relatério PDF gerado

.l_]_’_'l MEV: Niicleo de Engenharis Virtual

- 4 Titule: Vigas - Mélodo de Euler

] ] S Autor: Alex Sandro Silva Coelho

BT - Owientador Prol. Gustaveo Cabeelli Nirschl
;_'[E] rrry S TG Tipa: Iniciagho Cientifica com Bolsa Institucional

Cuirsd: Engenhania Chdl

[hata da versio onginal: 30/11/20H0)

Daits da (Rima stuskeagio: 3001172020
Diata da geraclo do relatdnio: 241172020

A estrutura a calcular é a seguinte:
12kN

T kN/m

TITTIT

Y, T A

a0 3 kN*m
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Sera desenvolvido aqui o Método da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, conforme Proenca (2003). O modelo
proposto supde que o movimento de deformagio que ocorre em uma viga submetida & flexdo ndo altera a
geometria das seqbes, que sdo planas originalmente (secio que passa por M e P na figura 1); ou seja,
essas seqhes continuardo a ser planas e ortogonais ao eixo da viga mesmo apds estarem deformadas
(secdo que passa por M e P da figura 1), ndo importando a disténcia longitudinal da extremidade.

Figura 1 - Deformacéo de viga no modelo de Euler-Bernoullt

M'
”’l ’l JI’{_
i l f
7 — >
w(x) 40 v
“-‘ P/ 0 v
'y ‘
PI )y

Fonte Adaptado de Proenga (2003, p. 98)

Proenga (2003) trabalha com a hipétese das sequintes relagdes:

vl =wix)-y+y*eosd
wWad= () -y * (1-cosd)

w(x) = =y" samd

Em que (reveja na figura 1):
v,(x) 6 0 deslocamento de um ponto M, no exo longitudinal da viga, atéd M°;
) & o deskocamento de urm ponto P, a wna distAncia "y de M, quakquer até P,

# & 0 anguio @m que a sacho transwersal gira em tomo do ponto M, que s& confunde
COMm v (1) Nagquele ponto;

wx) & 0 deslocamento honzomtal do ponlo P

Da Resisténcia dos Materiais pode-se fazer algumas simplificagdes como:

cosfmla sand migh= &

wix) =w(x)
u(x)==y*8
[ x)= - ® X

rn:x}- —}"ﬁ

dx

Ainda da Resisténcia dos Materiais, é sabido que as deformacgbes lineares e a deformagdo amgular
equivalemn a:

g b i
;:-El ¥ q;' agy -I:fl. v
Posteriormente:
L eda
[0 L

£(x) = 0
lf:.{.r]lf 0




Obs.: conforme acima, como gamaxy(x) é nulo, da equagdo 10, chega-se a:

dt_-dv

dv o

Da lei de Hooke:

o, =E%¢, e 0, =E',\'L‘g§-)

O mesmo autor cita que o equilibrio estdtico deve ser alcangado; posto isso, explicitando
matematicamente e unindo 3 lei de Hooke, tem-se:

Mu-fo,*sd»M=E D[\
d".
Forma-se a seguinte equagdo da Resisténcia dos Materiais:

d (x)

-

M=E*I*

Beer (2011) analisa um trecho de viga sujeito a carregamento distribuido:

Figura 2 - Exemplo de viga sujeda a um carregamento distribuido

il d
Gl & T

Fonte: Adaptado de Beer (2011, p. 760)

A

Desenhando o diagrama de corpo livre da parte CC’" tem-se (Q é o esforgo cortante):

Figura 3 - Recorte @ amphacao do trecho CC' da Figura 2
p{x)"ax

Fonte: Adaptado de Beer (2011, p. 790)

Realizando o equilibrio de for¢as verticais:

@=(@+4Q)-px)"Ar =0 = AQ = = p(1) " Ax = % == p{x)

Da modelagem de Euler (sentido positive de p(x) para cima):

#Q

ralas




Fazendo o equilibrio de momentos e para dx tendendo a zero:
(M +aM)- M -Q*ax+ ZOTET Lo

AM =Q%Av- ﬁ(i)?'i‘—
d\l A x) d dM
-Q- o Q
Fazendo-se algumas correlagdes:
dQ daM ‘M

-d_‘.np(\)e Z-Q—b-z.--p(x)

M= E'l.d\(\) =Q->Q=E*]* \fx)

d’ \(\) d‘\(\)

—--—p(\)eQ E*]* = E ] = —p(x)=0

Integrando sucessivamente as equacies:

%E' = plx) = @ = p(x)

dM
I.g_.u.]‘g
M= E-f*‘hm Ew-“’"m = (giro

E’I'\{ﬂ=j${.ﬂ

A fim de resumo, determina-se que:

INTEGRAL *

.r."\d". a’.H_ _ﬂ"l.‘[r} _EE ] .
dr‘P IQ MeEo]S—r EEJ'—dx E=I*v(x}

p (acho disribaida) Q (cortante) M {uomenbu-ﬂetﬁ‘.l & (giro) v (desl ocamenta)

- DERVADA

Conforme a teoria mostrada, a seguir 580 apresentadas as fungbes que pederdo ser aplicadas para

qualquer barra (posteriormente as condigdes de contorno serdo utilizadas para obter os valores das
constantes de integragao).

Cortante: JX)=-p*x + C

Momento Fletor: A(x)=-| £ | ¢ *x+c,

2
. T w0
Giro: E'I"E‘{x}-—:%:-ic’Taiq-C:'l-f,
(p*a*) [e*x) [e,=x*)
Deslocamento: £ 1% +(x) = - | = |+ lﬁ [+ T b B
N £\ 4

ATEMGAD: A PARTIR DAQUI, O PROGRAMA INTERMAMENTE TRABALHA NO SISTEMA kN-m.
Abaixo segue a resolugio.

A ordem do sistema é: 8




Trecho 1

Médulo de Elasticidade (€): 210,00 GPa = 2,10*10° kN/m?
Momento de Inércia (1): 1,33*10“ m*

Area da Se¢3o Transversal (A): 4,00°107 m?
Comprimento da barra (L): 3,00 m

Carga distribuida (q): 7,00 kN/m

Trecho 2

Médulo de Elasticidade (E): 320,00 GPa = 3,20*10% kN/m?
Momento de Inércia (1): 2,13*10° m"

Area da Se¢do Transversal (A): 1,60°10° m?
Comprimento da barra (L): 5.00 m

Carga distribuida (q): 0 kN/m

N6 0

Tipo de apoio: Engaste
Condigdes de Contorno:

Giro=0
Equagdo 1: -(7*0%/(6°2,10*10%*1,33*10™")))+(C1,1*0%/(2*2,10*10°*1,33*10™%))
+(C2,1*0/(2,10*108%1,33%10-4))+(C3,1/(2,10*108*1,33*10-4)) = 0 ---> 3,57*10-5*C3,1 = 0

Deslocamento = 0:

Equagdo 2: -(7°0%/(24°2,10*10°1,33°10™*))+(C1,1°0%/(6°2,10°10°*1,33°10))
+(C2,1°0%/(2*2,10°108*1,33*10-4))+(C3,1°0/(2,10° 108*1,33* 10-4))+(C4,1/(2,10*10°*1,33°10)) =0
-->3,57°10-5%C4,1=0

Mé 1

Tipo de apoio: Fixo
Condigdes de Contorno de Compatibilizagdo:

Mamento 3 esquerda do apoie = Memento 3 direita do apoio
Equagio 3: -(7*3%/2)#(C1,1*3)+C2,1 = -(0"0°/2)+(C1,2°0)+C2,2 ---» 3*C1,1+L2,1-C2,2 = 31,5

Giro i esquerda do apoio = Giro 3 direita do apaio

Equagio 4: -(7*3%/(6°2,10°10%*1,33* 10 %))+(C1,1*3%/(2°2,10°10%* 1,33*10*))+(C1,2*3/(2,10*10"*1,33*107"))
+C1,3/(2,10*108%1,33*107)) = -(0*0%/{5*3,20*108*2,13*107))#+{C1,2*0%/(2*3,20*10°*2,13*107))
+{C2,2%0/(3,20*108%2,13*107))+(C3,2/{3,20*108*2,13*107"))
1,61°107%C1,141,07*10°%C2,123,57*1074C3,1-1,46* 10 %*¢3,2= 1,13*10

Deslocamento Vertical 3 esquerda do apoio =0

Equagdo 5: -(7*3%/(24%2,1010°%1,33*10%))#(C1,1*3%/(6*2,1010°*1,33*10*))4(C2,1*3%/(2*2,10*10°*1,33*10™))
+(€3,1*3/(2,10*108*1,33*10*))#(C4,1/(2,10*10°*1,33*107)) = 0
->1,61°107°C1,1+1,61°10°C2,1+1,07*10™*C3,1+3,57*10°*C4,1 = 8,44*10™

Deslocamento Vertical a direita do apoio =0
Equacio 6: -(0°0%/(24°3,20°10%42,13*107))+(C1,2°0%/(6°3,20°10°+2,13*10%))+(C2,2°0%/(2*3,20°10°*2,13*10 %))
+(C3,2°0/(3,20*108*2,13%107))#(C4,2/(3,20*10°*2,13*107)) = 0 ---> -1,46*10°*C4,2 = 0

N6 2
Tipo de apoio: Livre
Condigdes de Contorno:

Cortante = P (Carga Concentrada no nd)
Equagdo 7:-(0*5)+C1,2=12-->C1,2 =12

Momento Fletor = M (Momento Concentrado no no)
Equagido 8: -(0°5%/2)#{C1,2*5)+C2,2 = -3 ---> 5°C1,24C2,2 = -3




Segue abaixe a matriz do sistema linear final, do tipo Ax=B:

C1,1 2,1 C3.1 4,1 €12 c2.2 3,2 C4,2 X B
Equagio1[ 000 [ 000 [3576-05] 000 [o00[o00] o000 [ o000 | [cra] [ 000 -18,38
Equagio2| 000 | 000 | 000 |357e-05/000(000] o000 | o000 | [c21| | 000 23,63
Equagio3| 300 | 100 | 000 | 000 [o00[-1,00] 000 | o000 | [c3a] | 3150 0,00
Equagdo 4(1,61E-04[1,076-04]2,576-05] 0,00 [o00[000(-1466-08] 000 |*|cai]=[1,136-03]->x=[ 0,00
Equagio 5{1,61-04]1,61€-04]1,076-04]3 57-05[o.00[ 0,00 000 | o000 | [c1.2] (244504 12,00
Equagdo 6| 0,00 0,00 0,00 0,00 |0,00] 0,00 0,00 -1,4G6E-D06) (C2,2 0,00 -63,00
Equagio 7| 0,00 | 000 | 000 | 000 [100[000] 000 | o000 | [c32] | 1200 -1056,00
Equagio8| 000 | 000 | 000 | 000 |500/100] 000 | o000 | |caz| | -3.00 0,00

As equacbes finais de cada trecho sdo;

Trecho 1 - Nés (0-1)

Cortante: Q(x) = -(7*x)-18,375

Momento: M(x) = -(7*x%/2)+(-18,375*x)+23,625

Giro: 8(x) = -(7*%/(6*2,10°10%*1,33*10™"))+(-18,375*x%/(2*2,10*10°*1,33*10))#(23,625*x/(2,10*10°*1,33*10"™"))
+0/(2,1*108*1,33*10™))

Deslocamento: v{x) = -{7*x"/(24*2,10*10°*1,33*10*))+(-18,375°x*/(6°2,1010°*1,33*10))
+(23,625*%3/(2*2,10°108%1,33*10 ™)) +{0"x/(2,10°108*1,33*10*))+(0/(2,10*10°*1,33*10))

Trecho 2 - Nés (1-2)

Cortante: Qix} = -0*x+12

Momenta: M(x) = -[0*x3/2)+{12%x)-63

Giro: B(x) = -(0°x*/(6*3,20°10% 2,13° 107 }+{12*x%/(2°3,20°107*2,13°107))+(-63*%/(3,20°107*2,13*10°%))
+(-1056/(3,2*108*2,13*10%))

Deslocamento: vix)= -{0%x"/[24*3,20*10%2,13*107))+{12%:3/(6*3,20* 102, 13107} ) +{-63"«3/[23,20*10%*2,13*107%))
+[-1056*%/(3,20°108°2,13*107))+(0/{3,20*10"*2,13*10™"))

Abaixo seguem os diagramas (no sistema kN-m):

MEOMENTD { kKNYm §
3 G
3 £l
FIE2E
CORTAMNTE [ &M )
T
12 000 12 0
GIRC (rad)
0 00N
<1 (R B

0 000ET




Fonte: O préprio autor utilizando o programa desenvolvido.

CONCLUSAO (RESULTADOS DA PESQUISA)

O resultado esperado foi obtido com sucesso, portanto o projeto ja pode
ser utilizado por qualquer usuério interessado no assunto além de alunos e
professores do curso de Engenharia Civil do IFSP - Campus Votuporanga. Posto
isso, vale ressaltar que a disponibilidade do acesso ao memorial de calculo
detalhado em PDF, realizado pelo médulo de software online, facilita a anélise

de possiveis erros cometidos em projetos ou objetos de estudo do usuario.
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